Chương V. Dạy học hàm số

CHƯƠNG V. DẠY HỌC HÀM SỐ

Ở lớp 7 bắt đầu giới thiệu định nghĩa hàm số, khái niệm đồ thị hàm số, tiếp đó nghiên cứu một số hàm số cụ thể: 
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 (trên tập số hữu tỉ 
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). Tới lớp 9 có giới thiệu thêm khái niệm hàm số đồng biến, nghịch biến rồi tiến hành nghiên cứu hàm số bậc nhất y = ax + b, hàm số 
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1.
Các khái niệm về hàm số

a)
Các cách định nghĩa hàm số

Khái niệm hàm số được định nghĩa trong Đại số 7 (và nhắc lại trong Đại số 9) như sau:


“Giả sử X và Y là hai tập hợp số.


Một hàm số f từ X đến Y là một quy tắc cho tương ứng mỗi giá trị 
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 một và chỉ một giá trị 
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, mà ta kí hiệu y = f(x). Người ta viết
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 (đọc là x tương ứng với f(x))”.


Rõ ràng định nghĩa như trên là chưa chặt chẽ vì có sử dụng đến thuật ngữ chưa được giải thích như “quy tắc”, “tương ứng”.


Trong một số tài liệu người ta còn định nghĩa hàm số dựa vào khái niệm “đại lượng biến thiên”. Chẳng hạn có định nghĩa sau đây “Đại lượng y được coi là hàm số của đại lượng x, nếu với mỗi giá trị của x (trong khoảng biến thiên của nó) thì tương ứng một giá trị xác định của y, x là gọi đối số” (Đại số lớp 10, sách bổ túc văn hoá, NXB Giáo dục, Hà Nội, tr. 58). Định nghĩa này có phần gần gũi với lịch sử toán học, vật lí, kĩ thuật làm nảy sinh khái niệm hàm số. Tuy nhiên, nó cũng không thể xem là một định nghĩa chặt chẽ, vì trong đó có khái niệm “đại lượng biến thiên” mà việc chính xác hoá sẽ gặp nhiều khó khăn.

Trong khoa học toán, người ta có thể xây dựng định nghĩa hàm số một cách chặt chẽ, chỉ sử dụng các khái niệm của lí thuyết tập hợp: Cho hai tập hợp X, Y; một quan hệ hai ngôi f trên 
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) được gọi là một quan hệ hàm nếu 
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 thì y = z. Gọi 
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; bộ ba (X, Y, f) với f là quan hệ hàm trên 
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 sẽ được gọi là một hàm từ X vào Y nếu 
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. Khi X và Y là các tập hợp số, hàm (X, Y, f) sẽ được gọi là hàm số.

Cách xây dựng như vậy khá trừu tượng và phức tạp về kí hiệu (chẳng hạn hàm số y = sinx kí hiệu đầy đủ phải là 
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 nên ngay cả trong nhiều bộ môn của toán học cao cấp như Giải tích, Đại số đại cương,... người ta cũng không xây dựng định nghĩa hàm số (hay ánh xạ) bằng cách đó mà chỉ đưa ra định nghĩa tương tự như hai cách đã nêu như cách định nghĩa trong Đại số 7).

b)
Các cách cho hàm số

Hàm số, dù được định nghĩa bằng cách nào cũng đều có cùng một bản chất: mỗi x thuộc X đều xác định được và xác định duy nhất y thuộc Y. Tuy nhiên, có thể có nhiều cách khác nhau để cho một hàm số.

Hàm số cho bằng công thức (biểu thức). Với cách này, giá trị của hàm số tại một giá trị của biến số tìm được bằng cách thay giá trị của đối số vào công thức đó rồi thực hiện các phép tính có trong công thức.

Chẳng hạn
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f(2) = 2.2 + 1 = 5.


Có thể có hàm số được cho bằng một số công thức khác nhau trên những phần tử khác nhau của miền xác định.

Chẳng hạn
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Trong một số trường hợp, hàm số có thể được cho bằng bảng. Hàng trên biểu thị các giá trị của biến trên tập xác định (do đó cũng biểu thị cả tập xác định) và hàng dưới biểu thị các giá trị của hàm số tương ứng với các giá trị của đối số.


Chẳng hạn
	x
	-5
	-4
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	y = f(x)
	15
	12
	9
	6
	3
	0
	-3
	1
	2
	3
	4



Có thể có một số cách khác để cho hàm số như cho bằng đồ thị, cho bằng lời (“Hàm số f(x) bằng 1 nếu x là số hữu tỉ và bằng 0 nếu x là số vô tỉ” – hàm Đirichlê) hay cho bằng biểu đồ Ven (h.5).

Các cách cho khác nhau chỉ là những dạng thể hiện khác nhau, những phương tiện biểu diễn khác nhau của khái niệm hàm số; không nên nhầm lẫn bản chất khái niệm hàm số với các phương tiện biểu diễn nó.


c)
Các kí hiệu về hàm số

Về kí hiệu của hàm số, ở lớp 7 đã đưa kí hiệu đầy đủ:
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f(x) là giá trị của hàm số tại x. Hàm số cho bởi công thức, người ta thay cho f(x) bởi chính công thức đó, như
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Kí hiệu như trên thể hiện rõ cả tập nguồn, tập đích; mũi tên góp phần thể hiện hình ảnh trực quan của tương ứng x với f(x). Tuy vậy nếu luôn yêu cầu kí hiệu hàm số một cách đầy đủ như vậy sẽ bất tiện trong nhiều trường hợp như khi kí hiệu đạo hàm hay tích phân, chẳng hạn với đạo hàm của một hàm số cụ thể phải viết:
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Vì vậy, trong thực tế người ta thường không sử dụng kí hiệu hàm số một cách đầy đủ.


Một cách kí hiệu tắt các hàm số cho bởi công thức là thay bằng chính công thức đó, như hàm số
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được kí hiệu là hàm số y = 2x.


Cách kí hiệu này gọn, tuy nhiên vẫn có bất tiện như khi cần viết hàm hợp của hai hàm số hay khi cần kí hiệu giá trị của hàm số tại một giá trị cụ thể của đối số.


Một cách khác để kí hiệu tắt các hàm số cho bởi công thức là thay cách viết đầy đủ bằng cách viết giá trị hàm số tại giá trị của x. Hàm số
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được viết là f(x) = 2x. Viết như vậy sẽ thuận tiện khi kí hiệu các hàm số hợp (như f[g(x)] hay đạo hàm, tích phân của hàm số. Ở  đây f(x) sẽ có hai nghĩa: một mặt nó là giá trị của hàm số ứng với giá trị của x, mặt khác nó lại là bản thân hàm số được kí hiệu tắt.


Trong Đại số 7, ngoài cách kí hiệu đầy đủ như nêu trong định nghĩa, nhiều trường hợp cũng sử dụng một số cách kí hiệu khác như:
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y = x, y = 2x, 
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Trong Đại số 9, chỉ dùng cách viết tắt y = -2x + 3, y = 2x2 – 3x + 1, ...Khi cần biểu thị giá trị của hàm số tại một giá trị của đối số thì dùng cách viết “kép” kiểu như:
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2.
Dạy học hàm số ở THCS

a)
Con đường hình thành khái niệm hàm số ở THCS

Hình thành khái niệm hàm số ở THCS nên theo con đường quy nạp: xuất phát từ những trường hợp cụ thể mà dẫn dắt học sinh trừu tượng hoá và khái quát hoá, tìm ra dấu hiệu đặc trưng của khái niệm hàm số, từ đó đi đến định nghĩa hàm số.

Quá trình dẫn dắt học sinh làm quen với khái niệm hàm số có thể được tiến hành trước khi dạy học các nội dung về hàm số, thông qua việc cho học sinh phát hiện và thiết lập những sự tương ứng (nhất là những tương ứng đơn trị) trong khi học các nội dung khác. Ta có thể chỉ ra một số ví dụ như vậy:

- Sự tương ứng của tổng (hay tích) hai số tự nhiên (hai số nguyên, hai số hữu tỉ) khi cố định một số và thay đổi số kia.

- Sự tương ứng giữa các số tự nhiên và dư của phép chia chúng cho một số tự nhiên nhất định.

- Sự tương ứng giữa một cặp số tự nhiên khác không với ước chung lớn nhất hay bội chung nhỏ nhất của chúng.


Cùng với việc trình bày theo con đường quy nạp, để học sinh dễ lĩnh hội tính trừu tượng của khái niệm hàm số, các ví dụ trong dạy học định nghĩa hàm số không nên hoàn toàn xuất phát từ nội dung toán học thuần tuý mà cần khai thác những ví dụ liên hệ với thực tế. Trong Đại số 7 đã đưa ra những ví dụ ban đầu về hàm số xuất phát từ khái niệm đại lượng tỉ lệ thuận, đại lượng tỉ lệ nghịch.


b)
Dạy học khái niệm hàm số và các khái niệm liên quan

Trong định nghĩa hàm số ở đại số 7 đã cho thấy rõ tập nguồn X và tập đích Y, nhưng các thuật ngữ “quy tắc”, “tương ứng” còn chưa rõ nghĩa với học sinh. “Tương ứng” nên để học sinh hiểu theo trực giác mà không giải thích gì thêm. Thuật ngữ “quy tắc” cũng không nên tìm cách định nghĩa mà trình bày như một khái niệm ban đầu. Trong các hàm số cho bởi công thức “quy tắc” thường được hiểu như là thuật giải để tính giá trị biểu thức theo giá trị của biến. Cách hiểu này thuận tiện, trực quan nhưng không hoàn toàn đúng, vì với các cách cho khác như bằng bảng thì khó hình dung như vậy. Giáo viên, một mặt vẫn tận dụng theo cách hiểu trực quan này, mặt khác có thể làm rõ hơn thuật ngữ “quy tắc” bằng cách thông qua những ví dụ về hàm số mà gần “quy tắc” với ý nghĩa có được những cặp phần tử tương ứng. Đó cũng chính là xây dựng những biểu tượng về tập con của tích Đề các của hai tập hợp.

Các ví dụ để xây dựng và minh hoạ khái niệm hàm số cần đa dạng: có những ví dụ thực tế bên cạnh ví dụ toán học thuần tuý, có ví dụ tập xác định là hữu hạn bên cạnh ví dụ tập xác định là toàn bộ tập 
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, có ví dụ là hàm số xác định bởi công thức bên cạnh những ví dụ hàm số xác định bằng bảng và bằng các cách khác. Nên chọn lọc sao cho mỗi ví dụ không chỉ mang một mà nhiều nét đặc biệt để không quá nhiều ví dụ. Chẳng hạn, ta có thể  có hai ví dụ sau cùng với một số ví dụ khác.

Ví dụ 1. Thống kê nhiệt độ cơ thể của một bệnh nhân trong một khoảng thời gian ta được bảng sau:

	Thời điểm
	5 giờ
	6 giờ
	7 giờ
	8 giờ
	9 giờ
	10 giờ

	Nhiệt độ
	37,50
	38,00
	38,50
	38,70
	38,00
	37,60



Nhiệt độ là một hàm số của thời gian khi xét thời gian chỉ trên tập các giá trị ghi ở dòng trên của bảng.

Ví dụ 2. 
f : 
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Khi phân tích hai ví dụ này, chúng ta chỉ cho học sinh thấy: với ví dụ 1, hàm số có miền xác định là tập hữu hạn, có giá trị khác nhau của biến số vẫn ứng với giá trị bằng nhau của hàm số, hàm số này được cho bằng bảng và xuất phát từ thực tế. Với ví dụ 2, hàm số có tập xác định, tập giá trị là những tập vô hạn (là 
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 hay 
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), với giá trị khác nhau của đối số thì giá trị hàm số luôn khác nhau (chỉ nêu mà không cần chứng minh nhận xét này), hàm số này cho bởi công thức và mang nội dung toán học thuần tuý. Tuy nhiên, điều quan trọng là chúng ta cần nhấn mạnh cho học sinh thấy mặc dù có những đặc điểm riêng khác nhau, nhưng những quy tắc trong hai ví dụ này vẫn là những hàm số bởi chúng đều thoả mãn điều kiện “với mỗi phần tử 
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 đều ứng với một và chỉ một 
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Về các cách cho hàm số, khi học sinh đã quen với một số cách cho hàm số khác nhau thông qua các ví dụ, đến một lúc nào đó, giáo viên có thể nêu khái quát hơn; So sánh, hệ thống hoá các kiến thức này trong những dịp thích hợp. Chẳng hạn giáo viên chỉ ra cho học sinh:

- Hàm số cho bởi biểu đồ Ven: mỗi chấm thuộc tập nguồn đều là gốc của một mũi tên, không có hai mũi tên nào chung gốc.

- Hàm số cho bới bảng: dòng thứ hai không có ô nào trống, dòng thứ nhất không có hai ô nào mang các số bằng nhau.


- Hàm số cho bởi đồ thị: mỗi đường thẳng song song với Oy và qua điểm (x, 0) trong đó x thuộc tập nguồn, đều cắt đồ thị và không có đường thẳng nào song song với Oy lại cắt đồ thị tại quá một điểm.


Trong Đại số 7 có nhiều bài tập cho hàm số dưới dạng bảng và yêu cầu chuyển về dạng viết bằng công thức. Khi khai thác các bài tập này, cần thận trọng, tránh cho học sinh hiểu lầm là từ cách cho hàm số bằng bảng (hay bằng một số cách khác) bao giờ cũng chuyển được sang cách cho bằng công thức.


Các hàm số cho bởi công thức cần được quan tâm đặc biệt vì thực ra để học sinh hiểu khái niệm hàm số với sự đa dạng của nó thì phải đưa ra một số cách cho hàm số khác nhau, nhưng các hàm số cụ thể nghiên cứu ở THCS (và ở phổ thông nói chung) đều là các hàm số cho bởi công thức. Những nội dung tiếp tục sau này ở phổ thông như khảo sát và vẽ đồ thị hàm số, đạo hàm, tích phân,... ứng dụng của hàm số trong các nội dung khác của toán, vật lý, hoá học,... đều liên quan đến các hàm số cho bởi công thức. Ngay khi trình bày định nghĩa hàm số ta nên đưa ngay những chú ý riêng về hàm số cho bởi công thức về cách kí hiệu, về quy ước với tập xác định,... Chẳng hạn như:


- Các hàm số cho bởi công thức nó có thể sử dụng cách kí hiệu tắt, lấy công thức biểu thị giá trị hàm số tại x kí hiệu thay cho cả hàm số.

- Với các hàm số cho bởi công thức, ta quy ước không cần chỉ rõ nguồn và đích và hiểu đích là 
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 (ở lớp 7) hay 
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 (từ lớp 9), còn nguồn là tập giá trị của biến làm cho công thức đó có nghĩa. Giáo viên cần lưu ý quy ước này tuy hàm số chỉ coi là được cho khi tập xác định đã được chỉ rõ. Hơn nữa, miền xác định của một hàm số còn phụ thuộc vào nội dung mà hàm số đó thể hiện: chẳng hạn để biểu thị mối liên hệ giữa khối lượng (đo bằng kg) và thể tích (đo bằng dm3) của một chất có khối lượng riêng là 1,5kg/dm3 phải là hàm số y = 1,5x với x > 0 mặc dù công thức y = 1,5x có nghĩa với mọi giá trị của x.

Để học sinh phân biệt, hàm số cho bởi công thức, với công thức đó, lúc đầu giáo viên cần diễn đạt đầy đủ “cho hàm số biểu diễn bởi công thức y = 2x + 1”...dần dần mới sử dụng lối nói tắt “cho hàm số y = 2x + 1”,...

Khái niệm hàm số đồng biến, nghịch biến được trình bày ở lớp 9, là khái niệm khó. Khi trình bày khái niệm này cần lưu ý:


- Tính đồng biến, nghịch biến gắn liền với việc xét trong khoảng (a, b) nào đó chứ nói chung chung “hàm số đồng biến”, “hàm số nghịch biến” là không đầy đủ; Có thể hàm số là đồng biến trong khoảng này nhưng nghịch biến trong khoảng khác (y = x2 đồng biến trong khoảng 
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 và nghịch biến trong khoảng 
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). Với hàm số đồng biến hay nghịch biến trên toàn bộ tập xác định (như y = 2x + 1) giáo viên vẫn nên gọi đầy đủ “hàm số đồng biến trong toàn tập xác định” chứ không nên gọi tắt mặc dù sau này nhiều khi vẫn sử dụng cách gọi tắt như vậy.

- Chú ý khai thác hình ảnh trực quan minh hoạ hàm số đồng biến (nghịch biến) trong khoảng (a, b); đồ thị hàm số là “đi lên” (“đi xuống”) từ trái sang phải trong khoảng (a, b).

c)
Dạy học liên hệ hàm số với đồ thị của hàm số

Để khai thác mối liên hệ hàm số với đồ thị của hàm số ở THCS ta cần lưu ý một số điều sau:

Nói chung, để vẽ đồ thị của hàm số không thể tách rời việc nghiên cứu tính chất của hàm số đó. Với hàm số dạng y = ax + b khi biết đồ thị là đường thẳng ta chỉ cần xác định hai điểm của đường thẳng đó (
[image: image40.wmf]b0
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 đường thẳng đồ thị xác định bằng cách tìm giao điểm của nó với trục tung (cho x = 0 tính y) và với trục hoành (cho y = 0 tính x), b = 0 đường thẳng đồ thị xác định bằng cách xác định điểm (1, y(1)) cùng với điểm (0, 0) đã biết là luôn thuộc đồ thị). Với các dạng hàm số khác ở THCS như: 
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 mặc dù vẽ đồ thị của một hàm số cụ thể vẫn là vẽ gần đúng qua việc nối một số điểm nhưng nên chọn những điểm có hoành độ đối nhau; riêng hàm số dạng 
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 cần lấy những điểm có hoành độ là các số tự nhiên 1, 2, 3,...và nghịch đảo của những số này, sau đó lấy những điểm khác có hoành độ là số đối của tất cả các số đã lấy.

Ngoài việc cho học sinh vẽ đồ thị một hàm số cụ thể thuộc một số dạng đã nêu, cần  làm cho học sinh quen với việc “đọc” đồ thị, tức là khai thác thông tin từ đồ thị; phát hiện những tính chất, những kết quả của một số hàm số thông qua đồ thị của nó. Cụ thể là thường xuyên yêu cầu học sinh căn cứ vào đồ thị một hàm số để tính giá trị của hàm số ứng với một giá trị nào đó của đối số; tính các giá trị của đối số khi biết giá trị của hàm số. Các bài toán giải phương trình, hệ phương trình bằng đồ thị cũng cần được khai thác. Chẳng hạn cho học sinh xem xét đồ thị hàm số y = x2 (do giáo viên chuẩn bị trước trên bảng phụ); yêu cầu học sinh căn cứ vào đồ thị mà thực hiện các nhiệm vụ sau:

- Tìm y khi biết x = 2,5

- Tìm x khi biết y = 3,5


- Tìm x khi y > 2


- Tìm y khi x > 3 v.v...


Một hướng khai thác nữa về mối liên hệ hàm số và đồ thị của hàm số là ra những bài tập có liên quan đến đồ thị của hàm số mà không yêu cầu vẽ đồ thị của hàm số đó. Chẳng hạn các bài tập sau:

- Tìm hàm số y = ax (hay y = ax2; 
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) biết đồ thị của nó đi qua điểm A(2, 4).

- Tìm hàm số y = ax + b biết đồ thị của nó đi qua các điểm A(1, 2) và B(3, 5).


- Tìm hàm số y = ax + b biết đồ thị của nó đi qua điểm A(1, 5) và cắt trục tung tại điểm có tung độ là 3.


- Đồ thị của hàm số y = 2x + 1 (hay y = 3x; y = 2x2, 
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) có đi qua điểm A(1, 3), B(1, 2) không ? Tại sao ?

CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP
1.
Hãy đưa ra một vài ví dụ và các biện pháp khai thác các ví dụ đó nhằm làm rõ tập nguồn X và tập đích Y có vai trò không bình đẳng nhau.
2.
Xem các bài tập sau: bài 1 trang 11, bài 6 trang 15, bài 2 trang 19 – SGK Đại số 7.

Nêu các biện pháp khai thác các bài tập này nhằm mục đích học sinh ngầm làm quen với khái niệm về sự tương ứng trước khi học về hàm số.

3.
Xét bài toán sau:


“Cho hàm số f(x) = 2x + 5. Tính f(2); f(3); f(a); f(a + b); f(f(a)).”


Bài tập này có thể khai thác nhằm mục đích gì ? Đưa ra một số biện pháp khai thác bài tập này theo mục đích đó.

4.
Hãy chỉ ra một số dạng hàm số chủ yếu có thể đưa ra loại bài tập tìm tập xác định của hàm số.
5.
Hãy xây dựng một bài tập về đồ thị của hàm số y = x2 để qua đó có thể giới thiệu với học sinh khái niệm về đường parabol: “quỹ tích những điểm có khoảng cách tới một điểm cho trước bằng khoảng cách tới một đường thẳng cho trước”.
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