Phương pháp tính – GS Tạ Văn Đỉnh


CHƯƠNG VI. TÍNH GẦN ĐÚNG NGHIỆM CỦA BÀI TOÁN CÔSI ĐỐI VỚI PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN THƯỜNG
§6.1. PHÁT BIỂU BÀI TOÁN
1.
Nhận xét mở đầu

Xét chẳng hạn phương trình vi phân thường cấp một:
y’ = 2x + 1 














(6.1)

Rõ ràng nghiệm tổng quát của nó là
y = x2 + x + C 














(6.2)
phụ thuộc một hằng số tuỳ ý C, mỗi giá trị cụ thể của C cho một nghiệm cụ thể. Để có một nghiệm xác định (phản ánh một tình huống cụ thể) ta phải xác định được giá trị tương ứng của C. Muốn thế ngoài phương trình (6.1) ta phải có thêm điều kiện phụ, chẳng hạn
y(1) = 2















(6.3)


Hàm số (6.2) phải thoả mãn điều kiện (6.3) ta suy ra

2 = 12 + 1 + C
do đó C = 0. Vậy hàm số y(x) vừa thoả mãn phương trình (6.1) vừa thoả mãn điều kiện (6.3) là
y = x2 + x


Điều kiện (6.3) gọi là điều kiện Côsi (hay điều kiện ban đầu) của bài toán và bài toán (6.1), (6.3) tức là bài toán tìm hàm số y(x) vừa thoả mãn phương trình vi phân (6.1) vừa thoả mãn điều kiện (6.3) gọi là bài toán Côsi (hay bài toán trị ban đầu) đối với phương trình vi phân (6.1).
2.
Phát biểu bài toán Côsi đối với phương trình vi phân cấp một

Cho khoảng [x0, X]. Tìm hàm số y = f(x) xác định trên [x0, X] và thoả mãn
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trong đó f(x, y) là một hàm số đã biết của hai đối số x, y, còn 
[image: image2.wmf]h

 là một số thực cho trước. Điều kiện (6.5) gọi là điều kiện Côsi hay điều kiện trị ban đầu.


Thí dụ 1. Bài toán (6.1), (6.3)

Thí dụ 2. Bài toán
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3.
Vấn đề tính nghiệm gần đúng

Việc tìm nghiệm của bài toán Côsi thường rất phức tạp, không phải lúc nào cũng đơn giản như thí dụ ở mục 1. Cho nên người ta phải nghiên cứu các phương pháp tính gần đúng. Sau đây ta sẽ trình bày một số phương pháp với gải thiết là:
“Bài toán đặt ra có nghiệm duy nhất và nghiệm đó trơn,

nghĩa là nó có đạo hàm đến cấp đủ cao”






(6.8)

§6.2. PHƯƠNG PHÁP CHUỖI TAYLO

1.
Mô tả phương pháp

Xét bài toán Côsi (6.4), (6.5) viết lại là
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Ta tìm nghiệm y(x) khai triển thành chuỗi Taylo tại x = x0 (xem chuỗi Taylo ở sách giáo khoa về giải tích):
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(6.11)

Bây giờ ta tính các đạo hàm 
[image: image6.wmf](
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 của y tại x0. Theo (6.10) ta có 
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. Sau đó theo (6.9):
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(6.12)

Muốn tính các đạo hàm tiếp theo ta phải lấy đạo hàm liên tiếp (6.9). Với y’’ ta có:
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(6.13)

Thay x = x0 vào (6.13) và chú ý đến (6.12) và (6.10) ta được:
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Một cách tương tự, để tính y’’’(x0) trước hết ta phải lấy đạo hàm (6.13), sau đó thay x = x0. Và cứ thế tiếp tục.


Về nguyên tắc, nếu f có đạo hàm riêng cấp bất kỳ thì có thể tính được tất cả các đạo hàm 
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 và do đó ta xây dựng được chuỗi (6.11).


Với x khá gần x0 tức là |x – x0| đủ bé người ta chứng minh được rằng chuỗi (6.11) hội tụ về nghiệm của bài toán (6.9), (6.10). Lúc đó tổng của n số hạng đầu của (6.11) tức là tổng riêng thứ n, 
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 của chuỗi (6.11), là nghiệm xấp xỉ của bài toán (6.9), (6.10), mức độ chính xác phụ thuộc n, nó càng cao nếu n càng lớn.

2.
Thí dụ

Xét bài toán
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(6.14)
y(1) = 2















(6.15)


Giải. Ta tìm nghiệm có dạng chuỗi Taylo (6.11). Theo (6.15) ta có x0 = 1, y(x0) = y(1) = 2.


Ta suy ra:
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Sau đó lấy đạo hàm (6.14):
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Ta suy ra:
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Một cách tương tự ta tính được 
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 v.v... Thay các kết quả đó vào (6.11) ta được:
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Bây giờ ta có thể dùng công thức này để tính gần đúng y(x) tại x = 1,1 chẳng hạn, vì |1,1 – 1| = 0,1 bé nên ta có thể bỏ qua các số hạng...ở cuối và thu được:
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§6.3. PHƯƠNG PHÁP ƠLE

1.
Mở đầu

Phương pháp chuỗi Taylo thuộc loại phương pháp giải tích tức là tìm nghiệm dưới dạng chuỗi. Còn phương pháp Ơle thuộc loại phương pháp số tức là tìm nghiệm dưới dạng bảng số.


Trước hết ta chia đoạn 
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(6.16)
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(6.17)


Ta gọi tập các điểm {xi} là một lưới sai phân trên 
[image: image24.wmf][

]

0

x,X

, gọi các điểm xi là các điểm nút của lưới và gọi h là bước đi của lưới. Ở đây h = const nên ta có một lưới đều.


Giả sử y(x) là nghiệm đúng của bài toán (6.9), (6.10). Mục đích của phương pháp Ơle là tìm cách tính gần đúng giá trị của y(x) chỉ tại các nút xi mà thôi, chứ không phải tại mọi 
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. Vì xi là nút của một lưới sai phân nên phương pháp Ơle cũng gọi là phương pháp sai phân.
2.
Xây dựng công thức tính

Gọi y(x) là nghiệm của bài toán (6.9), (6.10);
y(xi)  là giá trị của y(x) tại x = xi;
ui là giá trị gần đúng của y(xi) mà ta muốn tính. Sau đây ta xây dựng công thức tính ui.

Giả sử đã biết ui tại nút xi và muốn tính ui+1 tại nút xi+1. Ta khai triển Taylo hàm y(x) tại xi (xem công thức (2.30)):
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Thay 
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 (theo (6.9)) vào đẳng thức trên ta được:
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(6.18)

Khi h bé, số hạng cuối ở vế phải có thể xem là bé, không đáng kể, ta bỏ qua, sau đó thay y(xi) bằng ui ta được công thức:
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(6.19)

Công thức này cho phép tính ui+1 khi đã biết ui. Điều kiện Côsi (6.10), 
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(6.20)

Bây giờ trong (6.19) cho i = 0 ta tính u1, sau đó cho i = 1 ta tính ra u2, v.v..., cuối cùng ta tính ra tất cả các ui, i = 1, 2,..., n.


Phương pháp tính ui theo các công thức (6.19), (6.20) gọi là phương pháp Ơle.


Ta thấy rằng, với phương pháp Ơle việc tính ra ui+1 khi đã biết ui rất đơn giản, không phải giải một phương trình nào dù f(x, y) là tuyến tính hay phi tuyến tính đối với y. Với ý đó ta nói phương pháp Ơle là phương pháp hiện.

3.
Sự hội tụ và sai số

Ta gọi 
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 (6.21)
là sai số của phương pháp Ơle tại 
[image: image33.wmf]i
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Định nghĩa 6.1. Nếu tại xi xác định, ei ( 0 khi h ( 0 tức là ui ( y(xi) khi h ( 0 thì ta nói phương pháp Ơle hội tụ.

Khi phương pháp Ơle hội tụ thì tại xi, ui sẽ đủ gần y(xi) nếu h đủ bé, nên ui là giá trị gần đúng của y(xi).

Để xét sự hội tụ đó ta có định lí 6.1 ở dưới.


Định lí 6.1. Giả sử:
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(6.22)
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(6.23)

trong đó L, K là những hằng số. Khi đó phương pháp Ole hội tụ và sai số ei = ui – y(xi) có đánh giá:
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(6.24)


Như vậy, sai số ei tại xi phụ thuộc cả sai số ban đầu 
[image: image38.wmf]0

e

.


Chứng minh. Lấy (6.19) trừ (6.18) vế với vế ta được
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Áp dụng công thức Lagrangiơ (xem công thức 2.17) vào hiệu trong dấu ngoặc vuông:
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rồi lấy trị tuyệt đối của hai vế ta thu được:
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Từ đó với giả thiết (6.22), (6.23) ta suy ra:
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(6.25)
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(6.26)


Bất đẳng thức này đúng với mọi i, nó cho quan hệ giữa ei và ei+1. Do đó ta có thể suy ra đánh giá của |ei| nhờ bổ đề sau:


Bổ đề 6.1. Giả sử ei là những đại lượng phụ thuộc i và thoả mãn (6.25) trong đó A và B là các hằng số không phụ thuộc i. Thế thì có:
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(6.27)
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(6.28)


Ta sẽ chứng minh bổ đề 6.1 sau. Bây giờ áp dụng bổ đề này vào (6.25), (6.26) ta được ngay đánh giá (6.24).


Ở đây: 
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Vậy (6.24) cho 
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(6.29)

Do đó 
[image: image48.wmf](
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. Vậy định lí 6.1 chứng minh xong.


Chứng minh bổ đề 6.1. Bất đẳng thức (6.25) đúng với mọi i, ta suy ra:
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Nhân bất đẳng thức thứ nhất với (1 + Ah), bất đẳng thức thứ hai với (1 + Ah)2, v.v...,bất đẳng thức cuối cùng với (1 + Ah)i-1, rồi cộng lại ta được:
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Trong dấu ngoặc vuông là một cấp số nhân công bội (1 + Ah), nên có:
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(6.30)

Vì 
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Tại xi xác định, vế phải này là một hằng số. Vậy từ (6.30) ta suy ra kết luận của bổ đề.

4.
Quy ước viết 0(hk)

Chúng ta rất hay gặp những đại lượng 
[image: image56.wmf](
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(6.31)
thì ta viết
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(6.32)


Ta cũng nói 
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Áp dụng quy ước đó ta có thể viết sai số 
[image: image63.wmf]i
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của phương pháp Ơle (xem 6.29) như sau:
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5.
Thí dụ

Xét bài toán cụ thể:
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(6.33)

y(0) = 1















(6.34)


Ở đây 

[image: image67.wmf](

)

2x

fx,yy;

y

=-






[image: image68.wmf]0

x0;X1;1

==h=



Bài toán này có nghiệm đúng tính được là 
[image: image69.wmf]y2x1
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Xét lưới:
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Các công thức tính sẽ là:


[image: image71.wmf]i

i1ii

i

0

2x

uuhu

u

u0

+

æö

=+-

ç÷

èø

=



Kết quả tính với n = 10 ghi thành bảng 6.1

	
	
	
	Bảng 6.1

	i
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	Nghiệm gần 
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	Nghiệm đúng 
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	0
	0,0
	1,
	1,

	1
	0,1
	1,1
	1,095445

	2
	0,2
	1,191818
	1,183216

	3
	0,3
	1,277538
	1,264911

	4
	0,4
	1,358213
	1,341641

	5
	0,5
	1,435133
	1,414214

	6
	0,6
	1,508966
	1,483240

	7
	0,7
	1,580338
	1,549193

	8
	0,8
	1,649783
	1,612452

	9
	0,9
	1,717779
	1,673320

	10
	1,0
	1,784771
	1,732051


6.
Một cách đánh giá sai số thiết thực

Công thức (6.24) cho một cách đánh giá sai số nhưng lại thông qua những đại lượng L, K chỉ biết là tồn tại mà không biết được giá trị cụ thể, nên đánh giá đó không thiết thực. Bây giờ ta xét một cách đánh giá sai số thiết thực hơn. Theo (6.29) thì sai số có cỡ 0(h). Người ta chứng minh được một công thức sâu sắc hơn: Với những giả thiết nhất định. Chẳng hạn khi f(x, y) khả vi liên tục và y(x) có đạo hàm đến cấp ba bị chặn thì tồn tại một hàm số liên tục w(x) không phụ thuộc h sao cho
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(6.35)

Công thức này gọi là công thức khai triển tiệm cận của sai số của phương pháp Ơle.


Bây giờ giả sử cùng một bài toán ta tính theo phương pháp Ơle hai lần, lần thứ nhất với bước đi h ta được giá trị gần đúng tại 
[image: image76.wmf]i
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là 
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, (ta viết thế cho rõ sự phụ thuộc vào h, trước đây ta chỉ viết đơn giản là 
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), lần thứ hai với bước đi 
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 ta được giá trị gần đúng cũng tại 
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. Theo công thức (6.35) ta có:
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(6.36)
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(6.37)


Bằng phép trừ hai đẳng thức ta được:
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Do đó (6.37) cho:
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Vì số hạng 
[image: image86.wmf](

)

2

0h

 quá bé so với h khi h bé nên có thể bỏ qua và thu được hệ thức (gần đúng):
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(6.38)

Vậy nếu xem 
[image: image88.wmf]i
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 là giá trị gần đúng của y(xi), thì có đánh giá sai số gần đúng (6.28).


Ta thử áp dụng kết quả đó vào bài toán (6.33), (6.34).


Kết quả tính với h = 0,1 tại hai nút xi = 0,5 và xi = 1,0 ghi thành bảng 6.2

	
	
	
	
	Bảng 6.2
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	Sai số theo (6.38)
	Sai số đúng 
[image: image92.wmf](
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	0,5
	1,435133
	1,424991
	0,010142
	0,010777

	1,0
	1,784771
	1,760038
	0,024773
	0,027987



Sai số đúng tính với 
[image: image93.wmf](
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. Ta thấy sai số gần đúng tính theo (6.38) khá gần sai số đúng.
7.
Sơ đồ tóm tắt phương pháp Ơle

Cho bài toán:
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Phương án 1. (không tính sai số)


1)
Ấn định số khoảng chia N


2)
Tính 
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3)
Tính 
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4)
Đặt 
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5)
Tính
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6)
Kết quả được:
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Phương án 2. (có tính sai số)


1)
Ấn định số khoảng chia N


2)
Làm các bước 2, 3, 4, 5 của phương án 1

3)
Đặt 
[image: image101.wmf](
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Thay h bởi 
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Đặt 
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Kết quả được: 
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 với sai số 
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§6.4. PHỤ LỤC 3

SAI SỐ THỰC SỰ

1.
Mở đầu

Trong khi tính, ngoài sai số phương pháp xác định bởi công thức (6.24) còn một loại sai số nữa phải kể đến, đó là sai số tính toán (xem §1.5) do sai số quy tròn khi thực hiện các phép tính số học tích luỹ lại. Sai số này phụ thuộc số các chữ số có nghĩa của máy tính dùng để tính, số các chữ số có nghĩa này càng lớn thì sai số tính toán càng nhỏ.

Như vậy khi muốn tính đại lượng A ta không được A mà chỉ được một giá trị gần đúng tính ra thực sự của A, ta kí hiệu nó là A*, lúc đó A* - A là sai số tính toán khi tính A.

2.
Áp dụng vào phương pháp Ơle

Giả sử đã có 
[image: image106.wmf]*
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 là giá trị tính ra thực sự của ui. Để tính ui+1 ta có (6.19):
ui+1 = ui + hf(xi, ui)
trong đó phải thay ui trong vế phải bằng 
[image: image107.wmf]*
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và giá trị tính ra thực sự cho ui+1 sẽ là
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Kí hiệu sai số tính toán địa phương tại xi là
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thì có
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(6.39)


Bây giờ ta đánh giá sai số tính toán tổng hợp tại xi:
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(6.40)
với giả thiết về các sai số tính toán địa phương 
[image: image112.wmf]i
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 thoả mãn
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 xác định bởi máy tính sử dụng







(6.41)

Lấy (6.39) trừ (6.19) vế với vế ta được
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Áp dụng công thức Lagrangiơ (xem công thức 2.17) vào hiệu ở trong dấu ngoặc ta được:
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Với giả thiết (6.22), (6.23) và (6.41) ta thu được:
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(6.42)

Bất đẳng thức này có dạng (6.25). Ta áp dụng bổ đề 6.1 và suy ra:
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(6.43)
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(6.44)


Bây giờ ta lấy 
[image: image119.wmf]*
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 làm giá trị gần đúng của y(xi) tức là 
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 và xét sai số thực sự 
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Ta suy ra
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Từ đó với các đánh giá (6.24) và (6.43), ta thu được:
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(6.45)

Đó là đánh giá của sai số thực sự tại xi khi ta xem 
[image: image125.wmf]*
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là giá trị gần đúng của y(xi). Trong (6.45) thì:
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là sai số tính toán khi xác định 
[image: image128.wmf]h

. Trong điều kiện lí tưởng ta giả sử 
[image: image129.wmf]*

0

h-h=

, tức là 
[image: image130.wmf]*

0

e0

=

 thì vẫn còn

[image: image131.wmf](

)

*

ii

uyxMh

h

e

æö

-£a+

ç÷

èø













(6.46)
trong đó 
[image: image132.wmf]Mh
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đặc trưng cho sai số phương pháp, còn 
[image: image133.wmf].
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 đặc trưng cho sai số tính toán. Ta thấy khi h càng nhỏ thì sai số phương pháp nhỏ dần nhưng sai số tính toán lại lớn dần. Hai thành phần ấy diễn biến trái ngược nhau. Đồ thị của hàm
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(6.47)
có dạng ở hình 6.1. Hàm e(h) này có cực tiểu tại h = h0, h0 là một giá trị xác định phụ thuộc 
[image: image135.wmf]a

 và 
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(6.48)
Hình 6-1

Như vậy khi tính toán với phương pháp Ơle, muốn tăng độ chính xác thường người ta giảm bước đi h, nhưng nếu giảm bước đi h quá h0 (h < h0) thì sai số tổng hợp lại tăng. Từ lúc đó việc giảm bước đi h không có tác dụng tích cực nữa. Cho nên có thể nói h0 là bước đi tối ưu cho phương pháp Ơle.
§6.5. CÁC PHƯƠNG PHÁP CHÍNH XÁC CAO
1.
Mở đầu

Đối với mỗi phương pháp gần đúng để giải bài toán vi phân (6.9), (6.10) ta đã kí hiệu ui là giá trị gần đúng thu được cho y(x).

Nếu 
[image: image138.wmf](
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thì ta nói phương pháp có độ chính xác cấp k, hay gọn hơn đó là một phương pháp cấp k.


Như vậy phương pháp Ơle là phương pháp có độ chính xác cấp một hay phương pháp cấp một. Khi 
[image: image139.wmf]³

k2

ta nói phương pháp có độ chính xác cao, hay phương pháp chính xác cao.

Như vậy phương pháp Ơle không phải là phương pháp chính xác cao.


Nếu phương pháp có độ chính xác cao thì khi tính toán ta không phải chia lưới có bước đi quá bé cũng có thể thu được kết quả đạt độ chính xác mong muốn. Với h không quá bé, số nút xi sẽ không quá lớn, và do đó tiết kiêm được công tính. Vì vậy việc tìm ra những phương pháp chính xác cao là cần thiết.

Hơn nữa khi h không quá bé thì sai số tính toán không quá lớn như ta phân tích ở trên.

2.
Phương pháp 1. Áp dụng công thức khai triển tiệm cận của sai số


Trở lại các công thức (6.36), (6.37). Khử w(xi) khỏi hai đẳng thức đó ta được:
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Vậy
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(6.49)
là giá trị gần đúng của 
[image: image142.wmf](
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 với sai số cỡ 
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; Như vậy ta được một phương pháp có độ chính xác cấp hai một cách khá đơn giản.


Thí dụ. Xét bài toán (6.33), (6.34)


Kết quả tính với h = 0,2 tập trung thành bảng 6.3

	
	
	
	
	Bảng 6.3
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	Nghiệm đúng 
[image: image148.wmf](
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	0,0
	1,
	1,
	1,
	1,

	0,2
	1,2
	1,191818
	1,183636
	1,183216

	0,4
	1,373333
	1,358213
	1,343093
	1,341641

	0,6
	1,531495
	1,508966
	1,486437
	1,483240

	0,8
	1,681084
	1,649783
	1,618482
	1,622452

	1,0
	1,826947
	1,784771
	1,742595
	1,732051



Bạn đọc có thể xem lại các giá trị u(xi; h) ở bảng 6.1. Ta thấy rằng vi(h) chính xác hơn 
[image: image149.wmf]i
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 rất nhiều.
3.
Phương pháp 2. Phương pháp hình thang


Phương pháp này có công thức tính
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(6.50)
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(6.51)


Muốn thấy điều đó ta giả sử nghiệm y(x) của bài toán vi phân (6.9), (6.10) có đạo hàm đến cấp ba và áp dụng công thức Taylo (công thức 2.30) tại 
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Ta suy ra
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(6.52)

Ta lại có

[image: image155.wmf](
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Ta suy ra
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(6.53)

Khử 
[image: image157.wmf]1
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 khỏi (6.52) và (6.53) ta được
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Nhưng vì y(x) là nghiệm của phương trình vi phân nên
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Bây giờ bỏ qua số hạng o(h3) ta được


[image: image160.wmf](
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Thay y(xi) bởi ui, y(xi+1) bởi ui+1 và dấu 
[image: image161.wmf];

 bởi dấu = ta được
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Đó chính là công thức (6.50)


Chú ý rằng đối với phương pháp Ơle, ở công thức (6.18) ta bỏ qua số hạng 
[image: image163.wmf]2
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, đó là số hạng vô cùng bé bậc hai đối với h và đã chứng minh được sai số 
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. Ở đây ta bỏ qua số hạng o(h3) là một vô cùng bé bậc ba đối với h và cũng có thể chứng minh được sai số

[image: image165.wmf](

)

(

)

2

ii

uyxoh

-=



Vậy phương pháp hình thang có độ chính xác cấp hai, nó là một phương pháp chính xác cao.


Nhưng khi đã biết ui tại xi ta muốn có ui+1 tại xi+1 ta phải giải phương trình (6.50) đối với ui+1. Nếu f(x, y) phi tuyến đối với y thì phương trình đó là một phương trình phi tuyến. Điều đó khác với ở phương pháp Ơle, ta có ngay công thức tính ui+1 theo ui mà không cần phải giải một phương trình nào. Với ý đó người ta nói phương pháp hình thang là một phương pháp ẩn, còn phương pháp Ơle là phương pháp hiện.


Để giải phương trình (6.50) người ta có thể dùng phương pháp lặp, xấp xỉ 
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 tính bằng phương pháp Ơle với bước đi h:
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(6.55)

m = 0, 1, 2,...


















Quá trình lặp dừng lại khi:
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(6.56)
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 cho trước



















Thí dụ. Xét bài toán (6.33), (6.34). Kết quả tính toán tập trung thành bảng 6.4. Ta chú ý rằng số lần lặp cần thiết để đạt (6.56) càng bé thì khi h càng bé.
	
	
	
	
	
	Bảng 6.4
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 trong (6.56) là 0,00025
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	Số lần lặp
	Nghiệm gần đúng 
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	Nghiệm đúng 
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	Sai số 
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	h = 0,2
	0,2
	3
	1,1847
	1,1832
	0,0015

	
	0,4
	3
	1,3444
	1,3416
	0,0028

	
	0,6
	3
	1,4874
	1,4832
	0,0042

	
	0,8
	3
	1,6185
	1,6125
	0,0060

	
	1,0
	3
	1,7407
	1,7321
	0,0086

	h = 0,1
	0,1
	2
	1,0957
	1,0950
	0,0003

	
	0,2
	2
	1,1837
	1,1832
	0,0005

	
	0,3
	2
	1,2656
	1,2649
	0,0007

	
	0,4
	2
	1,3425
	1,3416
	0,0009

	
	0,5
	2
	1,4143
	1,4142
	0,0011

	
	0,6
	2
	1,4846
	1,4832
	0,0014

	
	0,7
	2
	1,5508
	1,5492
	0,0016

	
	0,8
	2
	1,6144
	1,6125
	0,0019

	
	0,9
	2
	1,6756
	1,6733
	0,0023

	
	1,0
	2
	1,7348
	1,7321
	0,0027



Chú ý. Từ i = 1, nghĩa là i + 1 = 2 trở đi ta có thể tính xấp xỉ đầu bởi 
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. Khi đó sự hội tụ sẽ nhanh hơn.
4.
Phương pháp 3. Phương pháp dự báo và điều chỉnh

Trong thí dụ trên ta chú ý rằng khi h còn tương đối lớn thì số lần lặp > 1, khi h bé dần thì số lần lặp giảm và khi h đủ bé người ta nghiệm thấy chỉ cần lặp một lần. Lúc đó phương pháp hình thang (6.54), (6.55) viết:

[image: image177.wmf]0

u

=h


















(6.57)

[image: image178.wmf](

)

i1

iii

uuhfx,u

+

=+














(6.58)
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(6.59)


Nó thuộc loại phương pháp dự báo và điều chỉnh theo nghĩa sau: trước hết dùng công thức hiện (6.58) tính ra 
[image: image180.wmf]i1
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 xem là giá trị dự báo, sau đó dùng nó để điều chỉnh công thức ẩn (6.59) và tính ra 
[image: image181.wmf]i1
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.


Như vậy không cần giải phương trình nào mà vẫn đạt độ chính xác cấp hai khi h tương đối bé, đó là độ chính xác của công thức hình thang.


Ta có thể gọi phương pháp (6.57) – (6.59) là phương pháp hiện ẩn hình thang.


Sau đây là một phương pháp hiện ẩn khác cũng có độ chính xác cấp hai (khi h tương đối bé):
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(6.60)
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(6.62)


Phương pháp này còn có tên là phương pháp hiện ẩn trung điểm.
5.
Phương pháp 4. Phương pháp Runge – kutta (R – K) cấp 4

Phương pháp này có công thức tính

[image: image185.wmf]0
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Khi đã biết ui thì tính ui+1 như sau:
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Vậy ta không phải giải một phương trình nào, đây là một phương pháp hiện hoàn toàn.

Người ta chứng minh được:
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Ta thấy rằng phương pháp R – K có độ chính xác cấp 4.

6.
Thí dụ

Để có thể đối chiếu các phương pháp vừa trình bày ta xét bài toán (6.33), (6.34) trên cùng một lưới với bước đi h = 0,2. Kết quả tính ghi thành bảng 6.5.

	
	
	
	Bảng 6.5

	
[image: image188.wmf]i
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	Phương pháp Ơle (6.19)
	P.P hiện ẩn hình thang
	P.P hiện ẩn trung điểm

	0,0
	1,
	1,
	1,

	0,2
	1,2
	1,18667
	1,18364

	0,4
	1,37333
	1,34832
	1,32466

	0,6
	1,53150
	1,49372
	1,48502

	0,8
	1,68108
	1,62888
	1,61523

	1,0
	1,82695
	1,75438
	1,73619
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	Phương pháp R – K (6.62), (6.65)
	Nghiệm đúng 
[image: image190.wmf]y2x1
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	0,0
	1,
	1,

	0,2
	1,1832292
	1,1832160

	0,4
	1,3416668
	1,3416407

	0,6
	1,4832847
	1,4832397

	0,8
	1,6124665
	1,6124516

	1,0
	1,7320713
	1,7320508


7.
Chú ý

Các phương pháp chính xác cao nói trên là các phương pháp một bước, nghĩa là cách tính ui+1 tại xi+1 chỉ cần dựa vào ui tại một điểm chia xi là điểm chia ngay trước xi+1. Ngoài ra còn có những phương pháp chính xác cao nhiều bước, đối với chúng, muốn tính ui+1 tại xi+1 phải dựa vào các giá trị ui, ui-1,..., ui-p+1 tại p điểm chia xi, xi-1,..., xi-p+1. Các phương pháp này có vẻ như cồng kềnh nhưng lại rất có hiệu quả.

§6.6. HỆ PHƯƠNG TRÌNH
1.
Hệ phương trình

Đối với một phương trình vi phân cấp một ta đã phát biểu bài toán Côsi như sau:

Cho khoảng [x0, X]. Tìm hàm số y = y(x) trên [x0, X], thoả mãn:

y’ = f(x, y) 














(6.9)*
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(6.10)*

trong đó: f(x, y) là một hàm số cho trước của x, y còn 
[image: image192.wmf]h

là một số thực cho trước.


Bây giờ đối với một hệ phương trình, xét hai phương trình cho đơn giản, ta phát biểu bài toán Côsi như sau:


Cho khoảng [x0, X]. Tìm hai hàm số y = y(x) và z = z(x) xác định trên [x0, X], và thoả mãn:

y’ = f(x, y,z), 
z’ = g(x, y, z)
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(6.65)

trong đó f(x, y, z), g(x, y, z) là hai hàm số cho trước của x, y, z còn 
[image: image195.wmf]12

,
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 là hai số thực cho trước.

2.
Phương pháp chuỗi Taylo

Các phương pháp giải gần đúng bài toán (6.9)*, (6.10)* đã trình bày ở trên đều có thể mở rộng để áp dụng cho bài toán hệ (6.64), (6.65).

Chẳng hạn phương pháp Taylo viết:
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3.
Phương pháp Ơle

Trước hết ta chia đoạn [x0, X] thành n đoạn con, giả thiết bằng nhau cho đơn giản, bởi các điểm:
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Phương pháp Ơle viết:
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trong đó ui kí hiệu giá trị gần đúng của y(xi), vi kí hiệu giá trị gần đúng của z(xi).


Như vậy khi biết ui, vi ta tính ra ngay ui+1 và vi+1.

4.
Phương pháp hình thang
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Khi đã biết ui, vi tại xi thì ui+1, vi+1 tại xi+1 tính bằng phương pháp lặp
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cho tới khi
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[image: image203.wmf]e

 cho trước.

5.
Phương pháp hiện ẩn hình thang
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6.
Phương pháp hiện ẩn trung điểm
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7.
Phương pháp Runge-Kutta (R – K)
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§6.7. PHƯƠNG TRÌNH CẤP CAO

Để đơn giản ta xét phương trình cấp hai. Bài toán Côsi phát biểu như sau:

Cho khoảng [x0, X]. Tìm hàm số y = y(x). Xác định trên [x0, X], thoả mãn:
y’’ = f(x, y, y’)
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Bài toán này có thể đưa về bài toán đối với một hệ bằng cách đặt:

y’ = z.

Thật vậy, lúc đó ta có:

z’ = y’’ = f(x, y, y’) = f(x, y, z)

Do đó ta có hệ:
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Đó chính là bài toán Côsi đối với một hệ với z = g(x, y, z). Ta có thể áp dụng các phương pháp đối với một hệ nói ở mục §6.6.

BÀI TẬP
1.
Dùng phương pháp chuỗi Taylo giải bài toán:
y’ = x2 + y2,  y(0) = 0

2.
Dùng phương pháp Ơle giải bài toán:
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với bước đi h = 0,1.

3.
Dùng phương pháp Ơle giải bài toán:
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với bước đi h = 0,2.
4.
Dùng phương pháp trung điểm giải bài toán số 3 ở trên.
5.
Dùng phương pháp chuỗi Taylo giải bài toán
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Trả lời
1.
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3.
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Chú ý. Không phải tất cả các chữ số viết ở đây là đáng tin.

5.
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