Chương VIII. Phương pháp tiên đề và cấu trúc toán học

CHƯƠNG VIII. PHƯƠNG PHÁP TIÊN ĐỀ VÀ CẤU TRÚC TOÁN HỌC
1.
Phương pháp tiên đề

a)
Đại cương về phương pháp tiên đề

Muốn xây dựng một lí thuyết khoa học bằng phương pháp tiên đề, ta cần lựa chọn một số khái niệm cơ bản (khái niệm không định nghĩa) và một số tiên đề (mệnh đề mà ta công nhận là đúng, không chứng minh) nói lên các tính chất đặc trưng của khái niệm cơ bản. Dựa vào các khái niệm cơ bản và các tiên đề đã lựa chọn, ta có thể tìm thêm các tính chất của các khái niệm cơ bản, có thể định nghĩa các khái niệm mới và nghiên cứu các tính chất của các khái niệm đó cũng như quan hệ giữa các khái niệm. Các kết quả thường được phát biểu dưới dạng định lí, tức là các mệnh đề suy ra từ hệ tiên đề bằng các nguyên tắc kết luận lôgíc.

Một hệ tiên đề phải thoả mãn các yêu cầu sau đây: không mâu thuẫn, độc lập, đầy đủ. Ta nói rằng một hệ tiên đề là mâu thuẫn nếu từ hệ tiên đề đó có thể suy ra hai kết quả trái ngược nhau. Một hệ tiên đề được gọi là độc lập nếu trong hệ đó không có một tiên đề nào là hệ quả lôgíc của các tiên đề khác. Một hệ tiên đề của một lí thuyết khoa học được coi là đầy đủ nếu dựa vào hệ tiên đề đó ta có thể nghiên cứu tất cả các mệnh đề nói về các khái niệm có trong lí thuyết khoa học đó.


Cần chú ý rằng có thể xây dựng được nhiều hệ tiên đề khác nhau của cùng một lí thuyết khoa học. Những hệ tiên đề như vậy thường được gọi là những hệ tiên đề tương đương.


b)
Tinh thần phương pháp tiên đề trong hình học ở trường THCS [8]

Chương trình hình học phẳng trong trường THCS được xây dựng theo những quan điểm sau:

10) Vẫn theo tinh thần truyền thống, hình học phẳng được xây dựng như là mô hình của không gian vật lí cảm thụ trực tiếp được, do đó hệ tiên đề được sử dụng là hệ tiên đề có nội dung.

Hệ thống cấu trúc hình học ở trường phổ thông được xây dựng bằng phương pháp tiên đề có nội dung, nghĩa là những khái niệm cơ bản, những tiên đề tương ứng với những đối tượng và quan hệ được lí tưởng hoá từ những đối tượng thật nhất định và những quan hệ giữa chúng.

Thuật ngữ phương pháp tiên đề có nội dung được dùng để phân biệt với phương pháp tiên đề nửa hình thức (được hình thành từ cuối thế kỉ XIX, với ý nghĩa có thể tồn tại những đối tượng thật khác nhau tương ứng với cùng một khái niệm cơ bản) và với phương pháp tiên đề hình thức (dùng trong nghiên cứu siêu toán).


20) Chương trình hình học phẳng ở trường phổ thông cơ sở vừa chú ý đến tính hệ thống, vừa chú ý đến kĩ năng cần thiết cho hoạt động thực tiễn của học sinh. Do đó hình học phẳng phải được xây dựng trên cơ sở lôgíc của một hệ tiên đề vừa đáp ứng yêu cầu của tính khoa học, vừa phù hợp với trình độ tiếp thu của học sinh.

30) Sử dụng ngôn ngữ và kí hiệu của lí thuyết tập hợp và của lôgíc toán để trình bày nội dung hình học nhằm chính xác hoá một số khái niệm và diễn đạt trong sáng.

Lí thuyết tập hợp và lôgíc toán là cơ sở của toán học hiện đại được sử dụng thích hợp, để trình bày nội dung hình học. Quan điểm cơ bản ở đây là: mỗi hình hình học là một tập hợp điểm. Mỗi hình hình học phẳng là một tập hợp con của tập hợp điểm cho trước là mặt phẳng. Trên mặt phẳng có những tập hợp con gọi là đường thẳng. Quan hệ “thuộc”, kí hiệu 
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 giữa phần tử và tập hợp được sử dụng trong lí thuyết tập hợp trở thành tương quan được thừa nhận trong lí thuyết tiên đề hình học. Mệnh đề hình học diễn đạt bằng ngôn ngữ thông thường “điểm A nằm trên đường thẳng a” được hiểu theo nghĩa “điểm A là một phần tử của tập hợp a”, kí hiệu 
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. Ngoài các khái niệm cơ bản (hình cơ bản, tương quan cơ bản), mọi khái niệm hình học khác đều được định nghĩa hoặc hiểu là xây dựng theo quan điểm chung        đó. Mọi mệnh đề toán học, không phải là tiên đề, đều được rút ra bằng phương pháp kết luận lôgíc.

40) Cần kết hợp đúng mức giữa phương pháp trực quan và phương pháp suy diễn, gọi tắt là phương pháp tổng hợp. Triệt để khai thác khả năng phát triển tư duy lôgíc của môn hình học để nâng cao khả năng tư duy trừu tượng cho học sinh.


Trong nhà trường phổ thông không khi nào xây dựng được một giáo trình hình học thoả mãn hoàn toàn những yêu cầu của phương pháp tiên đề, vì lí do sư  phạm, do đó số khái niệm cơ bản được lựa chọn không là tối thiểu, các tiên đề không độc lập.

Hình học lớp 6 mang tính chất quy nạp là chủ yếu nhằm gây biểu tượng ban đầu về sự trình bày hình học bằng con đường tiên đề. Cần coi trọng yếu tố thực nghiệm trong việc tổ chức cho học sinh lĩnh hội khái niệm. Vai trò của chứng minh được tăng dần về sau, vì vậy việc suy diễn mang tính chất cục bộ và có thể coi là phương pháp tiên đề bộ phận.

c)
Cơ sở lôgíc của giáo trình hình học phẳng ở trường THCS

Hai hình cơ bản: điểm, đường thẳng.

Hai quan hệ cơ bản: điểm thuộc đường thẳng, điểm nằm giữa hai điểm.


Hai số đo cơ bản: độ dài đoạn thẳng, số đo (độ) của góc.

· Nhóm tiên đề về liên thuộc
- Mỗi đường thẳng có những điểm thuộc đường thẳng và có những điểm không thuộc đường thẳng đó.

- Qua hai điểm phân biệt có một và chỉ một đường thẳng.
· Nhóm tiên đề liên quan tới khái niệm “nằm giữa”
- Trong ba điểm thẳng hàng có một và chỉ một điểm nằm giữa hai điểm khác.

- Mỗi điểm O nằm trên đường phân giác chia các điểm còn lại của đường thẳng thành hai tập hợp không giao nhau sao cho hai điểm thuộc cùng mỗi tập hợp khi và chỉ khi điểm O không nằm giữa chúng.
- Mỗi đường thẳng ngăn cách mặt phẳng thành hai phần mặt phẳng sao cho đường thẳng và hai phần mặt phẳng do nó ngăn cách là ba tập hợp đôi một không có điểm chung, đoạn thẳng có hai đầu thuộc cùng một phần mặt phẳng không cắt đường thẳng (không có điểm chung với đường thẳng), đoạn thẳng có hai đầu không thuộc cùng một phần mặt phẳng thì cắt đường thẳng.

· Nhóm tiên đề có liên quan đến khái niệm độ dài đoạn thẳng
- Mỗi đoạn thẳng có một độ dài xác định lớn hơn 0.

- Nếu M là điểm nằm giữa A và B thì độ dài đoạn thẳng AB bằng tổng các độ dài của hai đoạn thẳng AM, MB.

- Với bất kì số m > 0 nào cũng xác định được trên tia Ox một điểm và chỉ một điểm M sao cho OM = m (đơn vị dài).
· Nhóm tiên đề có liên quan đến khái niệm số đo góc
- Mỗi góc có số đo xác định lớn hơn 0, số đo độ của góc bẹt bằng 1800.
- Nếu tia Oy nằm giữa hai tia Ox và Oz thì số đo của góc xOz bằng tổng số đo của các góc xOy và yOz.

- Với bất kì số m nào sao cho 
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 thì trên một nửa mặt phẳng bờ chứa tia Ox cũng xác định được một tia và chỉ một tia Oy sao cho xOy = m0.
· Tiên đề về hai tam giác bằng nhau
Nếu hai tam giác ABC, A’B’C’ có 
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 thì chúng bằng nhau (trường hợp bằng nhau c.g.c).

· Tiên đề Ơclit
Cho điểm A nằm ngoài đường thẳng a. Đường thẳng đi qua A và song song với đường thẳng a là đường thẳng duy nhất.

d)
Phương pháp dạy học thể hiện tinh thần tiên đề ở trường THCS
10) Dạy học các nội dung mở đầu về hình học phẳng.
Ví dụ dạy bài “Cộng hai đoạn thẳng” (Hình học 6).

Hướng dẫn học sinh thực hiện các bài tập sau:

Bài tập 1. Cho ba điểm thẳng hàng A, B, M.

- Đo MA. MB.

- Cộng MA và MB.

- So sánh MA + MB với AB.

Bài tập 2. Cho ba điểm thẳng hàng A, B, M.

- Hỏi có mấy vị trí tương đối giữa ba điểm nói trên.

- Trong mỗi trường hợp hãy thực hiện như bài tập 1.

Bài tập 3. 

- Diễn đạt mỗi kết quả ở bài tập 2 bằng một mệnh đề toán học.

- Gộp các kết quả lại và phát biểu thành một mệnh đề toán học duy nhất.

(Hướng dẫn học sinh đi đến việc công nhận tiên đề sau:

Nếu M là điểm giữa hai điểm A, B, ta có:

AM + MB = AB)

20) Dạy học hình học kết hợp trực quan và suy diễn.


Ví dụ dạy bài “Liên hệ giữa cung và dây” (Hình học 9)


Giáo viên giới thiệu các thuật ngữ “cung căng dây”, “dây trường cung”. Vì mỗi cung căng một dây xác định, nhưng mỗi dây lại trương hai cung phân biệt, nên ta chỉ xét cung nhỏ.


Hướng dẫn học sinh làm hai bài tập sau:


Bài tập 1


- Vẽ một đường tròn rồi vẽ hai cung 
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 bằng nhau.


(Hướng dẫn: Vẽ hai góc ở tâm, góc này lớn hơn góc kia).


- Đo hai dây AB, CD.


- Nêu nhận xét về quan hệ giữa dây và cung trong trường hợp này.


(Hướng dẫn học sinh đi đến phát biểu định lí 2).


- Chứng minh từng phần a, b của định lí 2.


Tóm tắt:

Đối với hai cung nhỏ trong một đường tròn (hay hai đường tròn bằng nhau): hai cung bằng nhau căng hai dây bằng nhau, hai dây bằng nhau trường hai cung bằng nhau, cung lớn hơn căng dây lớn hơn, dây lớn hơn trường cung lớn hơn.

Bài tập củng cố định lí 1:


Cho đường tròn tâm O với dây AB. Gọi H là trung điểm của AB. OH cắt đường tròn tại I. So sánh 
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, AI và IB.

Cách dạy trên đây tôn trọng quy trình sau:


- Nhận dạng định lí một cách trực quan;

- Từ thực nghiệm (đo, so sánh) nêu dự đoán về định lí;


- Chính xác hoá định lí;


- Chứng minh định lí bằng suy diễn lôgíc;


- Củng cố định lí bằng bài tập vận dụng đơn giản.

2.
Cấu trúc toán học [12]

a)
Các cấu trúc đại số trong chương trình toán ở trường THCS

Các cấu trúc đại số cụ thể (vị nhóm, nhóm, vành, trường,...) không được trình bày trực tiếp trong chương trình. Tên gọi các cấu trúc đó cũng không được nhắc đến trong các SGK. Tuy nhiên, nhiều nội dung của chương trình cũng như cách trình bày nhiều nội dung trong các SGK là ngầm thể hiện tinh thần của cấu trúc đại số, hay ngầm thể hiện một số mô hình cụ thể về cấu trúc đại số. Quan điểm của chúng ta là chủ trương dần dần hình thành quan niệm về cấu trúc cho học sinh một cách ẩn tàng, tức là làm nổi bật tinh thần cơ bản của nhóm, vành, trường,...qua những tình huống cụ thể chứ không giới thiệu tên gọi của các khái niệm tương ứng, không định nghĩa các khái niệm đó một cách tường minh theo phương pháp tiên đề. Nói một cách khác, nhiều nội dung của chương trình hay SGK chỉ có thể được soi sáng bằng quan điểm cấu trúc đại số.

b)
Phương pháp dạy học thể hiện cấu trúc đại số

Để thoả mãn yêu cầu này có thể thực hiện theo các hướng sau:
10) Làm rõ quan niệm về phép toán
Để ngầm hình thành quan niệm cấu trúc cho học sinh, trước hết cần làm cho họ hiểu rõ khái niệm về phép toán. Một phép toán hai ngôi trên tập hợp X là một ánh xạ từ tập 
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 vào X. Khi học các phép toán cụ thể (cộng, trừ, nhân, chia,...) trên các tập số cụ thể 
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 ta có nhiều dịp làm rõ khái niệm về phép toán. Cần làm cho học sinh thấy có những phép toán đóng kín và những phép toán không đóng kín trên một tập hợp số. Chẳng hạn phép cộng, phép nhân là đóng kín trên tập hợp số tự nhiên 
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, còn phép trừ và phép chia không đóng kín trên 
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Đồng thời ta cần làm cho học sinh thấy rõ phép cộng và phép nhân trong cách thực hiện cụ thể có khác nhau nhưng đều là những phép toán hai ngôi, đó là những quy tắc cho tương ứng với hai số cho trước một số thứ ba hoàn toàn xác định.

Phép cộng trên 
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Phép nhân trên 
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Có thể yêu cầu học sinh tính toán dựa vào những sơ đồ mũi tên (h.24):
Nhân với 14







Nhân
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b)

Cộng với 12 







Cộng
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Hình 24

Nhờ những biểu đồ mũi tên như trên, những sự tương ứng được biểu thị một cách trực quan và do đó được dễ dàng nhìn nhận. Thêm nữa, sự biểu diễn một cặp số bởi một điểm còn làm cho học sinh quen với quan niệm rằng một cặp phần tử của một tập hợp lại có thể được coi như một phần tử của một tập hợp khác. Điều đó giúp học sinh có được những biểu tượng về tích Đềcác của hai tập hợp, rất có lợi cho việc hình thành quan niệm đúng đắn về phép toán.

20) Làm rõ quan niệm về những tính chất của phép toán

Cần làm cho học sinh thấy rõ một số tính chất về phép toán có thể có ở nhiều phép toán cụ thể khác nhau, có thể có ở một số phép toán này mà không có ở một số phép toán khác. Khi dạy một tập hợp số cùng với một số phép toán nào đó, ta cần làm nổi bật những tính chất như thế, ví dụ như luật giao hoán, luật kết hợp của phép cộng và phép nhân, luật phân phối của phép nhân đối với phép cộng, sự tồn tại và tính chất của số 0, sự tồn tại và tính chất của số 1, sự tồn tại của số đối của một số bất kì, sự tồn tại của số nghịch đảo của một số bất kì khác 0,...

Tập cho học sinh so sánh để thấy rõ sự giống nhau của một số tính chất ở một số phép toán cụ thể, chẳng hạn:
	Phép cộng

a + b = b + a

a + (b + c) = (a + b) + c

a + 0 = a
	Phép nhân

a 
[image: image21.wmf]´

 b = b 
[image: image22.wmf]´

 a

a 
[image: image23.wmf]´

 (b 
[image: image24.wmf]´

 c) = (a 
[image: image25.wmf]´

 b) 
[image: image26.wmf]´

 c

a 
[image: image27.wmf]´

 1 = a



Có thể dẫn dắt học sinh thay phép toán cụ thể bằng phép toán khái quát (thay dấu +, 
[image: image28.wmf]´

 bằng dấu 
[image: image29.wmf]Ù

) và có:
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(1) chứng tỏ phép toán 
[image: image32.wmf]Ù

 có tính chất giao hoán;

(2) chứng tỏ phép toán 
[image: image33.wmf]Ù

 có tính chất kết hợp.


Làm như vậy là tập dượt cho học sinh thay “phép toán cụ thể” bằng “biến phép toán”, điều này giúp cho các em có khái niệm tổng quát về phép toán, rất có ích đối với việc hình thành quan niệm về cấu trúc.


Việc khái quát hoá cũng có thể dẫn đến:


[image: image34.wmf]axa
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Tuy nhiên, khó khăn ở đây là ngoài biến phép toán 
[image: image35.wmf]Ù

, còn có “biến cá thể”  (thay 0, 1 bằng x).


Trong các SGK hiện nay khi trình bày về phép cộng hay phép nhân trên 
[image: image36.wmf],,,...
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 đều chỉ đưa ra định nghĩa phép cộng hay phép nhân với hai số. Việc trình bày phép toán với nhiều số (tổng nhiều số, tích nhiều số) được nói đến sau khi học tính chất giao hoán, kết hợp của phép toán đó cho hai số, với ý nghĩa như là kí hiệu gọn cho nhiều lần thực hiện phép toán với hai số. Chẳng hạn, với phép cộng trên 
[image: image37.wmf]¥

, do có tính chất giao hoán và kết hợp, ta xem tổng
a1 + a2 + a3 là (a1 +a2) + a3;
a1 + a2 + a3 + a4 là ((a1 +a2) + a3) + a4.


Tổng trên không phụ thuộc vào thứ tự thực hiện phép toán mà chỉ phụ thuộc vào chính các số đó.


Ta có thể thấy rõ tầm quan trọng của tính chất giao hoán, kết hợp, chẳng hạn khi xét phép trừ trên 
[image: image38.wmf]¢

. Mặc dù đây cũng là phép toán hai ngôi nhưng do không có tính chất giao hoán, kết hợp trên nên ta không thể nói đến hiệu của ba số hoặc hiệu của bốn số.


30) Ngầm thể hiện mô hình một số cấu trúc đại số

Trong chương trình Toán ở trường THCS, học sinh được thực hiện các phép toán trên nhiều tập số: 
[image: image39.wmf],,,
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. Khi trình bày tính chất của từng phép toán, ta có thể lưu ý các tính chất cơ bản thể hiện cấu trúc của tập hợp số đó với phép toán đáng xét.

Chẳng hạn, với phép cộng trên 
[image: image40.wmf]¥

, các tính chất cơ bản là: giao hoán, kết hợp và tính chất “cộng với 0” (tính chất có đơn vị). Các tính chất này thể hiện 
[image: image41.wmf](
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 cũng là một vị nhóm giao hoán.


Khi học về phép nhân trên 
[image: image42.wmf]¥

, ta thấy phép toán này cũng có các tính chất tương tự như phép cộng trên 
[image: image43.wmf]¥

 (giao hoán, kết hợp, tính chất “nhân với 1”). Vậy 
[image: image44.wmf](
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 cũng là một vị nhóm giao hoán.

Khi trình bày phép nhân trên 
[image: image45.wmf]+
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, trên 
[image: image46.wmf]¤

, nếu so sánh với tính chất phép nhân trên 
[image: image47.wmf]¥

, ta thấy phép nhân trên 
[image: image48.wmf],
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 có tính chất giao hoán, kết hợp, “nhân với 1” và thêm tính chất: mỗi số khác 0 đều có số nghịch đảo mà phép nhân trên 
[image: image49.wmf]¥

 không có. Do có thêm tính chất này mà 
[image: image50.wmf]{
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 hoặc 
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 là một nhóm.

Khi trình bày tính chất cơ bản của phép cộng trên 
[image: image52.wmf]¢

, hay phép cộng trên 
[image: image53.wmf]¤

, chúng ta lại có dịp so sánh với tính chất phép nhân trên 
[image: image54.wmf]{
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 và thấy: chúng có tính chất giao hoán, kết hợp, tính chất “cộng với 0”, tính chất “có số đối” (Tương tự tính chất “mỗi số khác 0 đều có nghịch đảo”). Vậy 
[image: image55.wmf](
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 và 
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 đều là những nhóm giao hoán,...

Lẻ dĩ nhiên ở trường THCS, chúng ta chưa dùng các thuật ngữ vị nhóm, nhóm, nhóm cộng, nhóm nhân, nhóm giao hoán, v.v... nhưng tiến hành từng bước như trên chúng ta hy vọng giúp học sinh ngầm có quan niệm về cấu trúc đại số với những mô hình cụ thể, giúp các em đỡ bỡ ngỡ khi tiếp xúc thực sự với các khái niệm đó sau này.

40) Ngầm hình thành quan niệm đẳng cấu

Khi dạy học các phép toán và quan hệ thứ tự trên các tập hợp số, ta có thể ngầm hình thành cho học sinh quan niệm về đẳng cấu, một yếu tố quan trọng trong những quan niệm về cấu trúc. Khi mở rộng hệ thống số thành một hệ thống số mới, cần làm cho học sinh hình dung thấy rằng hệ thống số cũ tương tự với một bộ phận của hệ thống số mới và phương diện thực hiện những phép toán cùng tên và so sánh các số theo những quan hệ thứ tự cùng tên trên hai hệ thống số đó.

Chẳng hạn khi mở rộng tập hợp số 
[image: image57.wmf]¥

 sang 
[image: image58.wmf]+
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, chúng ta đã thể hiện tinh thần của việc nhúng đẳng cấu mà các bước cơ bản là:

- Lập ánh xạ từ 
[image: image59.wmf]¥

 vào 
[image: image60.wmf]+

¤

: mỗi số tự nhiên được coi là một phân số có mẫu số bằng 1;


- Chỉ ra ánh xạ đó bảo toàn thứ tự: nếu a < b thì 
[image: image61.wmf]ab
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;


- Chỉ ra ánh xạ đó bảo toàn các phép toán cộng và nhân:


[image: image62.wmf]abababa.b
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Chúng ta đã xác định một số hướng nhằm hình thành cho học sinh quan niệm về cấu trúc một cách ẩn tàng. Việc ngầm hình thành cho học sinh quan niệm về cấu trúc cùng đồng thời tạo điều kiện cho các em tập dượt những thao tác tư duy, đặc biệt là thao tác trừu tượng hoá, cũng có nghĩa là làm cho các em phát hiện những đặc điểm bản chất thường bị che lấp bởi những đặc điểm không bản chất thông qua các ví dụ cụ thể.

Cũng cần nhắc lại rằng, các vấn đề về cấu trúc đại số không phải là những nội dung dạy học cụ thể ở trường THCS. Chúng ta chỉ có thể kết hợp để ngầm thể hiện những tinh thần của cấu trúc đại số như đã trình bày ở trên, tuỳ tình hình cụ thể, tuỳ trình độ học sinh. Ta không nên và không thể đề ra mức độ yêu cầu nào đó đối với học sinh về việc tiếp thu những vấn đề này.

CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP
1.
a)
Phân tích hệ tiên đề hình học phẳng ở trường THCS Việt Nam;
b)
Cần dạy học như thế nào để thể hiện được tinh thần phương pháp tiên đề trong hình học ở trường THCS.

2.
a)
Trong chương trình Toán ở trường THCS, học sinh có thể gặp những cấu trúc đại số nào ?

b)
Khi học các tập hợp số cùng với quan hệ thứ tự và tính chất các phép toán ta có thể khai thác như thế nào để ngầm hình thành cho học sinh quan niệm về cấu trúc toán học. 
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